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Equações de primeira ordem: 
Equações separáveis e 
Equações exatas 


META: 

Descrever dois métodos de resolução de E.D.O.'s de primeira or- 
dem: o método das variáveis separáveis e o método para equações 
exatas. 

OBJETIVOS: 

Ao fim da aula os alunos deverão ser capazes de: 

Identificar equações separáveis e equações exatas. 

Resolver E.D.O.'s de primeira ordem que sejam equações sepa- 
ráveis e equações exatas. 

PRÉ-REQUISITOS 

Os conhecimentos de integrais de funções de valores reais com 
domínio em R, diferenciais e diferenciação de funções de valores 


reais com domínio em R2, Além dos conheimentos das aulas 1 e 2. 


Equações de primeira ordem: Equações separáveis e 


Equações exatas 
3.1 Introdução 


Caros alunos agora sim estamos prontos para aprendermos alguns 
métodos de resolução de E.D.O.'s. Nessa terceira aula vamos con- 
hecer dois métodos de resolução de E.D.O.'s. Começaremos com 
E.D.O.ºs de primeira ordem, onde gastaremos mais duas aulas para 
expormos todo o conteúdo planejado e em seguida partiremos para 


E.D.O.'s lineares de ordem superior. 


3.2 Equações separáveis 
Definição 3.1. Uma equação diferenciável de 1º ordem da forma 


DU = g(e)h(g) 


é dita separável ou de variáveis separáveis. 


Sady. ( 


Exemplo 3.1. 1) E) — yixe separável). Observe que 


podemos separar as variáveis x e y. 


2 v2dy + (y— 1)dz = 0 6 E = — td, (separável) 


WA 


3) SE = y+sina (não separável). Observe que não podemos sepa- 


rar as variáveis 1 e y. 


Considere uma E.D.O. de primeira ordem separável 


DU = g(e)h(y) (3.5) 


onde h e g são funções contínuas. 
Observe que a E.D.O. (3.5) pode ser escrita na forma 
d 
Pl qo = (0), 
õ 
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onde p(y) = EG) ou ainda melhor na forma 


= F(y(a) = (a), (3.6) 


onde y = y(x) é solução da E.D.O. (3.5) e F(y) = [p(y)dy. De 


fato, note que 


E Flu(o) = 9(2) & FW) ZE = 92) 


assim H'(y) = p(y) > F(y) = [ p(ydy. 
Dessa maneira integrando (3.6) com respeito a «x, obtemos 


F(y(a)) = G(x) +, (3.7) 


onde G(x) = [ g(x)dx e c é uma constante de integração. Resol- 


vendo esta equação para y = y(x) acharemos 
u(a) = FHMG(a) + 0), 


a qual é a solução procurada. 

Observação 3.1. À função inversa de F sempre existirá nesse 
caso. De fato, uma vez que F' = pe p O segue que F é monótoma 
e, assim F possui função inversa. 

Observação 3.2. Considere o P.V.I. 


E = g(=)h(y), lo) = 10. 
Sabemos da discussão acima que F(y(x)) = G(x) +c é uma família 
de soluções para a E.D.O. dada. Observe que no caso do P.V.I. 
dado, a constante de integração c é exatamente igual a F(y(xo)) — 


G(xo). Assim, a expressão (3.7) pode ser escrita na forma 


F(yla)) — Flylxo)) = G(x) — Glxo) 
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ou equivalentemente 


a To) E / g(x)dz. (3.8) 


Portanto, dado o P.V.l. 


dy 


Ee g(x)h(y), ylxo) = yo 


a solução é obtida quando separamos as variáveis e calculamos as 


A mt = f seriam 


Exemplo 3.2. Encontre a solução geral da equação 


integrais definidas 


dy je 


dt q" 
Esta equação pode ser escrita na forma yu =tof (5) — 
t2, onde y = y(t) (y é vista como função de t uma vez que é 
supostamente solução da E.D.O. dada). Assim, integrando com 


respeito à t, obtemos 


[5 (5) dt = [ea e y(t) = (É + o!8, 


Exemplo 3.3. No Exemplo 2.1, afirmamos que a família de soluções 
da E.D.O. dy/dxz = —y/«x, ou melhor, rdy+ydar = O é y(x) = c/zx. 
Agora vamos resolvê-la e comprovar tal afirmação? 


Resolva a E.D.O. de primeira ordem xdy + ydz = 0. Observe que 
1 1 
ady+ydr=0+S -dy=--dz. 
y x 
Assim integrando ambos os lados da equação acima, obtemos 


Inly| = —Injx| + e = Infe! + e. 
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Aplicando em ambos os lados da equação a função inversa do loga- 


á ê ão E —1 
ritmo neperiano (a função exponencial), obtemos |y| = e!rlrl" + — 


—1 e! 2 
err ea = colxl!, onde c = e“. De onde concluímos que 


CA +egg 1, ou 


y(x) = cat. 


Exercício Resolvido 3.1. Encontre a solução do P.V.I. 


À ED.O. dada pode ser escrita na forma 


dy de fo 
“da ce 2 (5)- e 
2 


Integrando com respeito à x, obtemos x? + y? = c2. 


Note que a família de soluções da E.D.O. E) = = é dada 


implicitamente pela equação x2 + y2 = c2, ou seja, a equação 
G(x,y,c)=0,onde G(z,y,)=r'+yº — e. 


Bom, voltemos ao P.V.I. 


Já sabemos a expressão ímplicita da família de soluções da E.D.O., 
agora só precisamos achar uma solução dessa família que satisfaça 
a condição inicial dada. Desde que a solução da E.D.O. tenha 


que satisfazer y(v'20) = 4, segue (W20)2+ (4)? = c2 e, daí c = +6. 


Portanto, a solução do P.V.Lé dada implicitamente por «2 4+ y? = 
36, ou explicitamente, por y(x) = 36 — «2. 

Observe que se a condição inicial do P.V.I. fosse y(v20) = —4, a 
solução explícita seria y(x) = —v'36 — «2. 

Observação 3.3. Você já deve ter notado que quando separamos 
as variáveis para resolvermos a E.D.O., nos deparamos com a situ- 


ação na) = g(a)dr. Suponha que y = yo seja um zero da 
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função h(y), ou seja h(yo) = O. Observe que nesse caso a função 
y(a) = yo é solução da E.D.O. separável su = g(a)h(y) (solução 
de equilíbrio), contudo ela pode não aparecer na família de soluções 
obtida pelo método, uma vez que a função A) não está definida 


em y = y. É o que acontece no exercício seguinte. 
Exercício Resolvido 3.2. Resolva o P.V.I. 


dy 2 


Da expressão (3.8) o P.V.Ldado é equivalente a 


[ [as 


onde estamos considerando y £ +1. 


Para resolvermos a integral da esquerda recorreremos a técnica 


das frações parciais (para mais esclarecimentos sobre essa técnica 


veja Stewart (2006a)). Queremos que Za = TE + Ea Dessa 


maneira, obtemos 


Sady = Sen” mosoldy = alnly — 1] = dlnly+ 1] + e 


bin [14] + e. 


Portanto, 


4 1 “ 1 
o vé=S dg 2 


Então, a solução procurada é dada implicitamente pela equação 


= Eai 0 
El Pee E 
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Para acharmos a família de soluções da E.D.O. E) =q"= Tê so 


resolvermos a integral indefinida / + 


= [ dr. Assim, a família 
a % . o a y—l e 2% 

de soluções é dada, implicitamente, por ET = ce” que se reduz 

a (para obter essa expressão final basta somar e subtrair 1 no 


numerador) 
(a) I+celz 
LT) =>———. 
» 1-—- ce? 
Se ao invés da condição y(0) = O do P.V Idado, quiséssemos re- 
solver esta mesma E.D.O. sujeita à condição inicial y(0)—- 1, seria 
possível achar a solução dentre as soluções da família encontrada? 
A resposta é não, observe que não existe valor para a constante c 


nesse caso. Observe que a única solução que satisfaz esse P.V.Lé a 


solução de equilíbrio y = —1, a qual foi "perdida"pelo método. 


Para finalizarmos essa seção, deixamos como exercício para vocês 


aplicar esse método de resolução para resolver a E.D.O. 
4y -22=0 


do exemplo 1.3 da aula 1. 


3.3 Equações exatas 


Antes de falarmos de equações exatas é necessário que gastemos 
um tempo relembrando de alguns pontos do conteúdo da disciplina 
de Cálculo II. 

Em Cálculo II, foi visto que se z = f(x,y) é uma função com 
derivadas contínuas em uma região R do plano xy, então sua difer- 


encial total é dada por 


El pude Gi eo 


a “O Ea 


(3.9) 
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Em particular, se f(x,y) = cce R, segue de (3.9) que 
0= dr + —dy. (3.10) 
j y 


Em outras palavras, dada uma família de curvas f(x,y) = c, pode- 
mos gerar uma equação diferencial de primeira ordem calculando 
o diferencial total dessa família. Para mais informações sobre esse 
assunto veja Stewart (2006b). 

Exemplo 3.4. Seja f(x,y) = c, onde f(x,y) = 4x + x?y2, então 
de (3.10) segue que 


(4+322y)) dz + (2xºy)dy = 0 


que é equivalente a 


dy — 4+ 3029? 
dr 2x3%y 
Para o que vamos expor adiante é mais importante inverter o pro- 


blema, ou seja, dado 


dy — 4+ 3x2y? 


da 2x3%y | 


temos equivalentemente que 
(4+ 322yº) da + (2xêy)dy = 0, 
onde, por (3.10), pode ser vista reescrita como 
d(4x + 2ºy?) — 0. 


Assim, integrando essa última equação obtemos uma família de 


õ 2,12 
soluções para a E.D.O. E = es. 


Definição 3.2. (Diferencial Exata)- Uma expressão diferencial 


M(z,y)dz + N(x, y)dy 
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é uma diferencial exata em uma região R do plano xy se ela cor- 
responde a diferencial total de alguma função f(x,y), ou seja, se 


M(ax, y)dae + N(x, y)dy = dz, onde z = f(x,y). 
Definição 3.3. (Equação exata)- Uma equação 
Mt(z,y)dz + N(x,y)dy =0 


é dita exata se a expressão do lado esquerdo for uma diferencial 


exata. 


Exemplo 3.5. A equação (1 + cos(t + x))dt + cos(t + av)dx = 0 é 
exata, pois (1 + cos(t + x))dt + cos(t + v)da = d(t + sin(t + «)). 


Observação 3.4. Sabendo que uma determinada equação M(x,y)dr+ 
N(x,y)dy = 0 é equação exata, segue pela definição que existe uma 


função z = f(x,y) tal que M(x, y)da + N(x, y)dy = dz. Portanto, 
M(a,y)de+ N(x,y)dy = 06 dz=0. 


Logo, para acharmos a solução geral da equação exata dada basta- 
nos resolver a equação dz = 0, cuja solução f(x,y) = cce R 
obtemos integrando ambos os lados da igualdade dz = O com re- 


speito a z, não esquecendo que z = f(x,y). 


Até agora vimos equações que são fáceis para deduzirmos sua difer- 
encial, mas se nos defrontarmos com equações mais complicadas 
pode ficar difícil decidir se a equação é exata ou não e obter sua 
diferencial, caso seja exata. Dessa maneira, gastaremos um tempo 
expondo um teste para identificar se a equação é exata ou não e 


uma vez exata como obter sua diferencial. 
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Teste para identificar uma equação exata 


Teorema 3.1. Sejam M(x,y) e N(x,y) funções contínuas com 
derivadas parciais contínuas em uma região retangular R definida 
pora<rzx<5By<y<oôo. Então, M(x,y)dar + N(x,y)dy é uma 


diferencial exata se, e somente se, 


oM ON 

dy Or 
A demonstração desse teorema é muito útil no sentido que nos 
ensinará como calcular a diferencial, caso a equação seja exata. 
Dessa maneira, vamos a demonstração! 
Demonstração:  Provemos primeiro que se M (x, y)dz+N (x, y)dy 
p , : z ç OM — ON 
é uma diferencial exata então vale a igualdade dr dE" 


Como M(x, y)dz + N(x, y)dy é uma diferencial exata, temos pela 


definição, que existe uma função z = f(x,y) tal que 


E nec of 
M(ax, y)de + N(x, y)dy = dz = dr dT + dy 


Assim, M(x,y) = E e N(x,y) = 5. Logo, 


9) o Of o Of (9) 
apl) = solo) = Belgo) = pa (No). 


pois as derivadas parciais de M e N são funções contínuas. Por- 


tanto, 
oM ON 
dy Ox: 
A recíproca é o que nos será muito útil nos cálculos mais adiante. 


Agora queremos mostrar que se o — a, então existe uma função 


z= f(x,y) tal que M(xz,y) = a e N(z,y) = a A demostração 


será obter essa função f desde que a igualdade a = da é válida. 
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of 


Observe que M(x,y) = 5, para alguma função f(x,y) se, e so- 


mente se, 


its K Mx, y)da + h(g), (3.11) 


onde h(y) é uma função qualquer de y. Derivando parcialmente 


com respeito à y ambos os lados da equação (3.11) obtemos 
É ul (a 


Portanto, Of/Ôy será igual a N(x,y) se, e somente se, 


N(ax,y) - [as ent) 


ou equivalentemente, 
h'(y) = N(x,y) — F Ea (3.12) 
Oy 
Observe que h'(y) é uma função apenas de y, enquanto o lado di- 
reito da equação (3.12) é uma função das variáveis x e y. Portanto 
a igualdade (3.12) só faz sentido se o lado direito for uma função 
apenas de y, e este é o caso se, e somente se, 


9) 9M(ax,y) ON OM 
dz er Sl x) - da Oy 


Portanto, se S— TRA sa não existe função f(a,y) tal que e M 


e = =N, na outro lado, se o = “a então nós podemos obter 


h(y) = [fita - [as dy 


. Consequentemente, a =Me a = N onde 


RE / Mitsdr a / [asa - / Dao] di 
(3.13) 


AULA 


S 


Equações de primeira ordem: Equações separáveis e 
Equações exatas 


Exemplo 3.6. Encontre a solução geral da E.D.O. 
dy 
3Py2 4 243 = 0. 
dm 
Observe que a E.D.O. acima pode ser escrita na forma 
2ty dt + 3t2yº dy = 0. 


Note que, pelo Teorema 3.1, essa equação é uma equação exata 
pois 

Õ 6) 

—(2ty”) — — (38y?). 
ay! 1) = set 9) 
Logo, temos que existe uma função f(t,y) tal que a = de 
a — 3ty?. Pela demonstração desse teorema sabemos que essa 


função é dada pela equação em (3.13). Dessa maneira, obtemos 


f(t,y) = Ponta f Es Ê - fonal dy = t2yê + 0. 


Portanto, 


2tyé dt + 3t2yº dy — d(ty?). 
Consequentemente, a E.D.O. 
2ty dt + 3ty" dy =0 


é equivalente a 
d(ty") — 0 

cuja solução é ty) = cce R. 

Obtemos a expressão da função f(t,y) pela equação (3.13), no 
entanto aconselhamos que para resolver as equações exatas vocês 
apliquem o procedimento para se chegar até esta equação, feito 
na demonstração do teorema, a fim de evitarmos a memorização 
de fórmulas. Ou seja, dado a E.D.O. M(a,y)dr + N(x,y)dy = 
0, começe fazendo M(x,y) = a e siga o procedimento da de- 


monstração. 
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ordem não exata 


Suponha agora que uma determinada equação diferencial ordinária 
M(x,y)dr + N(x,y)dy = 0 (3.14) 


não seja exata. Será que existe uma maneira de torná-la exata? 
Ou melhor, nós podemos encontrar uma função (x,y) tal que a 


equação diferencial 
(x, )M(x, y)da + u(x,y)N(x, y)dy = O (3.15) 


seja equivalente a anterior e seja uma equação exata? (Duas equações 
diferenciais são equivalentes quando soluções de uma são soluções 
da outra e vice-versa). A resposta é sim. Vamos ver como podemos 
fazer isso? 

Sabemos da discussão anterior que a condição para que (3.15) seja 


exata é 


[ó) 


Solta) M(0s0)) = Seluas a) N(e,9) 


ou equivalentemente 


Ou OM ou ON 


Me am mid Co 


(3.16) 


(Por simplicidade omitimos a dependência das funções com res- 
peito à x,y). Portanto a equação (3.15) é exata se, e somente 
se, u(x,y) satisfaz a equação (3.16). Dessa maneira para achar- 
mos a função (x,y) procurada, temos que resolver a E.D.P. (3.16). 
Como não sabemos resolver E.D.P. ainda, trabalharemos com algu- 
mas hipóteses sobre a função yu a fim de simplificarmos a condição 


(3.16). 
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1) Considere u uma função apenas de x. Nesse caso (3.16) se reduz 


a 


= pu. (3.17) 


Mas, como o lado direito da expressão (3.17) depende das variáveis 
x ey eo lado esquerdo é função apenas da variável x, esta expressão 


só terá sentido se 


OM — ON 
dy E DE ps (x) 
Neste caso, teremos 
u(x) = e! Sl) de, (3.18) 


Para achar a expressão de yu dada acima, basta separar as 
variáveis em (3.17) e integrar. 
2) Considere u uma função apenas da variável y. Neste caso'o 


raciocínio é o mesmo que no caso anterior e dessa maneira obtemos 


onde H(y) = “à. 


Observação 3.5. 1) O fator u(x,y) encontrado nos casos 1) e 
2) acima é chamado fator integrante para a equação (3.14). A 
razão para essa nomenclatura deve-se ao fato que uma vez achado 
a função u que torna (3.14) exata, podemos facilmente integrar a 
equação e resolver a E.D.O.. 

2)Nem sempre as equações (3.14) e (3.15) serão equivalentes. Para 
que isso ocorra é necessário que (x,y) £ O para todo (x,y) no 
domínio da função. 


3) A expressão 
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é quase sempre uma função que depende de x e y. Apenas para 
pouquíssimas funções M(x,y) e N(x,y) a expressão acima depen- 
derá apenas da variável x. Uma situação semelhante ocorre quando 
|! depende apenas da variável y. É por essa razão que muitas 


equações diferenciais não podem ser resolvidas. 


Exemplo 3.7. Encontre a solução geral da E.D.O. 


2 
(5 +2ye" da + (y + e”)dy = 0. 


Essa equação não é exata pois a =y+2e” £ E = e”. No 


entanto, 


1 /oM ONY fe 
NA Oy de) ytrer 
Portanto, esta equação tem u(x) = el * = e” como fator de inte- 
gração. Isto significa que a equação 

2 

E + 2ye")dx + (y + e“)dy — 0 

é equivalente a 

y2 

EC + 2ye da + e*(y + edy = 0 (3.19) 

e esta última é uma equação exata. Logo, existe uma função z = 


f(x,y) tal que (3.19) se reduz a 
dz =0 


e assim a solução de (3.19) é f(x,y) = cc € R. Calculando a 
função z = f(x,y) obtemos f(x,y) = Her + ye”. E resolvendo a 


expressão f(x,y) = c para y obtemos as soluções explícitas 


y(a) = —e” + [e” + 2ce ?]!2, 
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Novamente gostaríamos de enfatizar que nessa questão usamos a 
fórmula dada em (3.18) para obtermos o fator integrante (x), 
no entanto vocês não precisam decorar fórmulas e nem queremos 
incentivar tal ato. Para não decorar fórmulas basta que: 

1) Dada a E.D.O. (3.14) verifique se a mesma é exata. Caso não 
seja multiplique-a por (x,y). 

2)Resolva a equação (3.16) fazendo as hipóteses que u depende 
apenas de x (caso 1 apresentado acima) ou que | depende apenas 


de y (caso 2 apresentado acima). 


3.5 Conclusão 


Da aula de hoje concluímos que é possível com um pouco 
de paciência e cuidado resolvermos algumas equações diferenci- 
ais ordinárias de primeira ordem, a saber, aquelas chamadas por 


equações separáveis e equações exatas. 
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RESUMO 


Na aula de hoje aprendemos a identificar algumas equações difer- 
encias de primeira ordem, a saber, equações separáveis e equações 
exatas. Vimos vários exemplos de equações separáveis e alguns 
cuidados que devemos ter na hora de resolvermos tais equações, 
pois, em alguns casos, o método aprendido não nos dá todas as 
equações da E.D.O. em questão. Vimos que algumas soluções são 
"perdidas"pelo método. 

Vimos também como testar se uma dada equação é exata e uma 
vez exata como obter a expressão da diferencial. Algumas equações 
que não são exatas podem ser "tornadas"exatas (na verdade podem 
ser equivalentes a equações exatas) pela multiplicação de um fa- 
tor de integração u(x,y) e, dessa maneira, conseguimos facilmente 


resolvê-las. 


PRÓXIMA AULA 


Em nossa próxima aula continuaremos com outros métodos de res- 
olução para E.D.O. de primeira ordem. Veremos como resolver 
equações lineares de primeira ordem, equações homogêneas e muito 


mais. 


ATIVIDADES 


Atividade. 3.1. Resolva as E.D.O.'s abaixo 


ay+ay=a 
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b) (e2 — ycos vy)dz + (2xe” + 2y — v cos zy)dy = 0 
c) dy/dt + yv'tsent = 0 


d) ylz + y+ I)dz + (x + 2y)dy = 0 


Atividade. 3.2. Determine o comportamento, quando t > oo, 


de todas as soluções da equação 


d 
+ 0,0 ER. 


Atividade. 3.3. Considere o problema de valor inicial 


a)Resolva o problema de valor inicial acima. 
b) Existe uma única solução para o problema de valor inicial acima? 


Justifique sua resposta. 


E o PVI dy = Vy, y(—4) = 5 tem solução única? Justifique 


sua resposta. 


d) Determine os pontos (to, yo) para os quais podemos garantir que 


o problema de valor inicial 


tenha solução única. 


Atividade. 3.4. Determine uma função y = y(x) cujo gráfico 


passe pelo ponto (1,1) e tal que a reta tangente no ponto genérico 


22 +29 
y—Za * 


(x,y) tenha coeficiente angular 


Atividade. 3.5. Encontre uma solução satisfazendo a equação 


diferencial e a condição inicial dada. 
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dy + 9y= f(x), y(0) = O onde 


1, se 0<x<s3 
fa) = 


0, se v>3 
Atividade. 3.6. a)Encontre o valor de k para que a EDO seja 


exata (yº + kxy* — 2x)dx + (3xy? + 2072yº) dy = 0. 


b)Resolva a EDO dada verificando que a função indicada seja um 


fator de integração 


Gxyda + (4y + 9x2)dy = 0, (x,y) = yº. 
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